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direction. Consequently, the longitudinal deformation 
along e will be more compared with that along a and b 
for the same magnitude of longitudinal stress in the 
three directions. Thus, from the structural point of view 
one would expect that C33 < C~I or < C22 and the 
experimentally determined values of the elastic con- 
stants are thus consistent with the structure of the 
crystal. Magnitudes of the shearing deformation are 
expected to be larger in comparison with the longi- 
tudinal deformation. Consequently, the values of 
C44, C55 and C66 should be much lower than the values 
of C~, C22 and C33. This has actually been obtained in 
the present investigation. The values of the constants 
are thus estimated to be accurate within 5% for the 
constants Ci: when i = j and 10% for the constants 
where i ~: j. 
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Des Dangers d'Utiliser sans Precaution des Tables de Sous-Groupes Maximum; Retour 
au Th6or6me d'Hermann*t 
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Abstract 

Most tables of space subgroups of space groups are 
devoted to maximal subgroups. Although available 
tables of maximal subgroups are complete with regard 
to translationengleich subgroups, they are inaccurate 
concerning klassengleich subgroups. As a matter of 
fact, these tables do not show that several klassen- 
gleich subgroups relevant to the same set of basis 
vectors may be distinguished by non-congruous origins. 

* English translations, not 'refereed' may be obtained from the 
author on request. 
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Moreover, these tables do not give any information 
about isosymbolic subgroups. These failures are pre- 
judicial to phase-transition applications. The paper is 
illustrated by several examples. For instance, thirteen 
intermediate subgroups between space group Pm3m 
(A,B,C) and its subgroup P4/m (A - B, A + B, 2C) 
result from repeated use of maximal-subgroup tables; 
actually there are four  distinct subgroups P4/m (A - B, 

(~,~,o), (o,o,½) , l  , , ~  A + B, 2C) with origins (0,0,0), 1 ~,~,~! 
(referred to the standard setting of Pm3m) and forty-six 
intermediate subgroups. Another example is connected 
with perovskite-derivative structures: the tilt system 
a°a°c - of Glazer [Acta Cryst. (1972), B28, 3384- 
3392] is not the only model associated with the 
subgroups 14/mcm (A -- B, A + B, 2C) of Pm3m; there 
are three other models. 

© 1981 International Union of Crystallography 



650 DES D A N G E R S  D 'UTILISER DES TABLES DE SOUS-GROUPES M A X I M U M  

Depuis une vingtaine d'ann6es, un grand nombre de 
travaux ont ~t6 consacr6s aux tables de sous-groupes 
spatiaux des groupes spatiaux (Peiser, Wachtmann & 
Dickson, 1963; Neub/iser & Wondratschek, 1966a,b; 
Ascher, 1968; Boyle & Lawrenson, 1972a,b; Billiet, 
1973; B/irnighausen, 1975; Bertaut, 1976a,b; Sayari & 
Billiet, 1977; Sayari, Billiet & Zarrouk, 1978; Bertaut 
& Billiet, 1979; etc.). Pour une grande part, ce sont des 
tables de sous-groupes maximum. Leur principale utilit6 
se situe au niveau de la construction de mod61es 
structuraux pour les transitions de phase. 

En principe on peut acc6der /t n'importe quel 
sous-groupe spatial d 'un groupe d'espace par un usage 
it6ratif des tables de sous-groupes maximum; on est 
ainsi amen6 ~, construire des arbres de sous-groupes, 
plus ou moins &endus selon la n6cessit6, montrant 
queUes relations ils pr6sentent. Par exemple, la Fig. 1 a 
&6 construite /t partir des tables de sous-groupes 
maximum existant actuellement; elle repr6sente l 'arbre 
'du' sous-groupe P4/m de maille conventionnelle (a,b,e) 
du groupe d'espace Pm3m de maille conventionnelle 
(A,B,C) d6fini par les relations vectorielles a = A - B, 
b = A + B, e = 2C; figurent sur cet arbre les 'treize' 
sous-groupes interm6diaires et les relations groupe-  
sous-groupe maximum qu'ils pr6sentent entre eux. 

En r6alit6, les arbres de sous-groupes, obtenus /l 
partir des tables actuellement disponibles, sont rare- 
ment justes. Ils sont eependant corrects en ce qui 
concerne les sous-groupes translationengleich du 
groupe de d6part (ceux qui conservent les translations); 
tous les  sous-groupes de ce type y figurent. Ainsi (Fig. 
1) les sous-groupes P4/mmm (A,B,C) et P4/m (A,B,C) 
sont les seuls sous-groupes translationengleich de 
Pm3m (A,B,C) conduisant/t  P4/m (A - B, A + B, 2C). 

Par contre, les tables de sous-groupes maximum 
actuelles ne donnant que des renseignements frag- 
mentaires sur les sous-groupes klassengleich (ceux qui 
conservent la classe de sym&rie d'orientation du groupe 

I: A , B . C  

2: 2A, 2B, 2 C  

3: A -  e.a ÷ B.c / 1 ~ 2 . ~ 1 \  
4: a, B, 2c / \ 

: - , + , 

Fig. 1. Arbre des sous-groupes interm6diaires conduisant au 
sous-groupe P4/m (A - B, A + B, 2C) du groupe Pm3m 
(A,B,C). Pour chaque sous-groupe, les vecteurs de la maille 
conventionnelle sont exprim6s en fonction de ceux de Pm3m. Cet 
arbre a &6 compos6 it partir des renseignements figurant dans les 
tables de sous-groupes maximum actuelles. 

de d6part), les arbres de sous-groupes construits ~, partir 
de ces tables sont tout ~ fait impr6cis pour ce qui est des 
sous-groupes non translationengleich. Ces tables de 
sous-groupes omettent le fait que plusieurs sous- 
groupes klassengleich de m~me symbole et dont les 
mailles conventionnelles r6pondent aux m~mes con- 
ditions vectorielles se distinguent par des origines 
diff6rentes de leur maille conventionnelle; ces tables ne 
font figurer qu'un seul d'entre eux sans specification 
d'origine. Par exemple (Figs. 1 et 2), il n 'y a pas un 
sous-groupe Fm3m (2A,2B,2C) mais deux sous- 
groupes Fm3m (2A,2B,2C) se distinguant par la 
position respective de leur origine o par rapport au 
rep~re (O,A,B,C) de la maille conventionnelle du 
groupe Pm3m de d~part: (1) X o = 0, Yo = 0, Z o = 0 
et (2) X o = ½, Yo = ½, Zo = ½; il n 'y a pas un 
sous-groupe P4/mbm (A - B, A + B, C) mais deux 
sous-groupes P4/mbm (A - B, A + B, C) d'origine 
respective (1) X o = 0, Yo = 0, Z o -- 0 et (2) X o -- ½, 
Yo = ½, Zo -- 0; etc. Et finalement, il n 'y a pas un 
sous-groupe P4/m (A -- B, A + B, 2C) mais quatre 
sous-groupes P4/m (A - B, A + B, 2C) d'origine 
respective (1) X o = 0, Yo -- 0, Z o = 0, (2) X o = ½, Yo = 
½, Zo = 0, (3)Xo = 0, Yo = 0, Zo = ½et (4)Xo = ½, I1o = 
1 ~ ½. 3, Zo Par ailleurs, les tables actuelles de 
sous-groupes maximum ne donnent aucun renseigne- 
ment sur les sous-groupes isosymboliques (sous- 
groupes klassengleich de m~me symbole que le groupe 
de d6part) (Billiet, i973);  les branches oti interviennent 
de tels sous-groupes ne figurent done pas dans les 
arbres obtenus fi partir de ces tables. Ainsi les 
sous-groupes P4/mbm (A - B, A + B, 2C) sont 
sous-groupes des sous groupes P4/mbm (A -- B, A + B, 
C) (Fig. 2), ce que ne r6v61e pas la Fig. I. I1 existe des 
sous-groupes interm6diaires P4/mmm (A - B, A + B, 
C), P4/mmm (A,B,2C), P4/m (A--B,  A + B, C) etP4/m 
(A,B,2C) (Fig. 2) mais eomme ils figurent dans des 
branches off existent des relations groupe-sous-groupe 
maximum isosymbolique, ces sous-groupes n'apparais- 
sent pas dans la Fig. 1. L'arbre de la Fig. 1 est done 
grossi@ement incomplet: il n 'y a pas treize sous- 
groupes interm6diaires entre le groupe Pm3m (A,B,C) 
et le sous-groupe P4/m (A -- B, A + B, 2C) mais 
quarante six sous-groupes interm6diaires entre le 
groupe Pm3m (A,B,C) et les quatre sous-groupes P4/m 
(A -- B, A + B, 2C) (Fig. 2). Non seulement les arbres 
construits /t partir des tables actuelles sont souvent 
incomplets mais ils risquent de eomporter des relations 
groupe-sous-groupe maximum qui n'existent pas r6elle- 
ment pour tousles  sous-groupes. On pourrait croire,/t  
examiner la Fig. 1, que chacun des sous-groupes P4/m 
(A -- B, A + B, 2C) est ~ la fois sous-groupe d'un 
sous-groupe interm6diaire Fm3m (2A,2B,2C) et d 'un 
sous-groupe interm6diaire Fm3c (2A,2B,2C); en r6alit6, 
chacun des sous-groupes P4/m (A -- B, A + B, 2C) est 
sous-groupe soit d'un sous-groupe interm~diaire 
Fm3m (2A,2B,2C), soit d'un sous-groupe inter- 
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m6diaire Fm3c (2A,2B,2C).  C'est  ce que montre  la Fig. 
3 off n 'ont  6t6 repris que les seuls sous-groupes conduisant  

l 'unique sous-groupe P4/m (A - B, A + B, 2C," 7,7,0).~ 1 . 

1: A . B , C  a:  0 . 0 . 0 .  
2: 2A. 2B. 2C b: ½.½.0 
3: A - B . A +  B , C  c: 0 .0 .½ 
4: A ,B .  2C a: !.~.½ 
5: A - B , A + B ,  2C 

Fig. 2. Arbre complet des sous-groupes interm6diaires conduisant 
aux quatre sous-groupes P4/m (A - B, A + B, 2C). Pour chaque 
sous-groupe, sont exprim6s les vecteurs de la maille conven- 
tionnelle et les coordonn6es de l'origine par rapport ~t la maiUe 
conventionnelle de Pm3m. 

1: A . B . C  a:  0 . 0 . 0  / ~ 3 .  b ~ - " " ' ~ 5 ,  b ~ X  
2: 2A. 2B. 2C b: ½.½,0 / ~"~ ' - " " -~  k ~ / /  I ' - - " " ' ~  \ 
3: A - B , A +  B .C  / ~ . \ 
4: A. B. 2C / I P4 /  . . . .  V V M e4/mc¢ I \ 

: - . + , 

Fig. 3. Arbre complet des sous-groupes intermediaires conduisant fi 
l'unique sous-groupe P4/m (A - B, A + B, 2C; ½,½,0). 

parmi  ces sous-groupes,  on remarque  le sous-groupe 
Fm3e (2A,2B,2C;  0,0,0) mais aucun sous-groupe 
interm6diaire Fm3m (2A,2B,2C).*  On pourrai t  6gale- 
ment  croire, ~ regarder  la Fig. 1, que chaeun des 
sous-groupes I4/mcm est sous-groupe d 'un sous-groupe 
Fm3c. Pour  les deux sous-groupes I4/mcm 1 1 (~,~,0) et 
I4/mcm (0,0,3), le fait est v6rifi~ (Fig. 2); par  contre les 
deux sous-groupes I4/mcm (0,0,0) et I4/mem ~,~,~jt' 1 1~ ne 
sont sous-groupes d ' aucun  sous-groupe interm6diaire 
Fm3c. Ce fait remarquable  est ~ relier au th6or~me 
d ' H e r m a n n  (1929):  'Tout  sous-groupe spatial g du 
groupe spatial G est d 'une mani~re unique, au sens 
large, sous-groupe klassengleich d'un groupe gO lui- 
m~me sous-groupe translationengleich de G' (gO: 
groupe d ' H e r m a n n  du sous-groupe g ) . t  Ainsi chacun 
des sous-groupes I4/mcm admet  comme groupe d 'Her-  
mann  le sous-groupe P4/mmm (A,B,C;  0,0,0), chacun 
des sous-groupes P4/m (A - B, A + B, 2C) admet  le 
sous-groupe P4/m (A,B,C;  0,0,0) comme groupe 
d 'Hermann .  Mais par  contre le propri6t6 ' r~ciproque'  
est fausse:  g n'est pas forc~ment sous-groupe transla- 
tionengleieh d'un sous-groupe klassengleich de G; la 
propri6t6 ' reciproque '  n 'est  vraie que pour  les deux 
sous-groupes I4/mcm l ,  (3,3,0) et I4/mcm (0,0,3). Aussi  
y-a-t-il int6r&, pour exhiber ~ coup stir tous les sous- 
groupes spatiaux, ~ op6rer imp~rativement dans  le sens 
translationengleich-klassengleieh et non pas dans le 
sens contraire sous peine 'd 'oublier '  certains sous- 
groupes. 

Cet 'oubli '  serait facheux pour  la construct ion des 
modules s t ructuraux applicables aux transit ions de 
phase. A titre d 'exemple,  consid6rons la structure 
p~rovskite id~ale de groupe d 'espace  Pm3m (A,B,C) (ef. 
International Tables for  X-ray Crystallography, 1952). 

0 3 (d) 4/mmm ½,0,0; 0,½,0; 0,0,3. 
A 1 (b) m3m l l 1 ~,~,~. 
B 1 (a) m3m 0,0,0. 

A chacun des quatre  sous-groupes I4/mem (A - B, A 
+ B, 2C) correspond un mod61e de structure d6riv6e. 

1 er module: origine en 0,0,0. 

0"  8 (h) mm x, ½ + x, O; x, ½ -  x, O; ½ + x, x, O; 
1 ~-x,x,O.(x~-l.) 

B 4 (e) 4/m 0,0,0; 0,0,3. 
A 4 (b) 42m l l. 1 1 0,1b~, Ib0,~. 
O' 4 (a) 42 0,0,~; 0,0,~. 

* A partir de la Fig. 2, le lecteur pourra construire sans difficult6 
trois figures analogues fi la Fig. 3, une pour chacun des trois autres 
sous-groupes P4/m (A - B, A + B, 2C) d'origine respective (0,0,0), 
(0,0,½) et t~,~,~)t~', le groupe interm6diaire analogue fi Fm3c 
(2A,2B,2C; 0,0,0) est respectivement Fm3m (2A,2B,2C; 0,0,0), 
Fm3c . i i 1 (2A,2B,2C, :,~,:) et Fm3m (2A,2B,2C; ½,½,½). 

t Lorsque g est sous-groupe klassengleich de G, gO est confondu 
avec G. Si g est sous-groupe translationengleich de G, gO est 
confondu avec g. 
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1 1 2~me module: origine en ~,~,0. 

0" 8 (h) mm x, ½ + x, O; x, ½ -  x, O; ½ + x, x, O; 
½-x,x,O.(x~k.) 

B 4 (d) mmm 0,½,0; ½,0,0. 
O' 4 (b) 42m 11.1 1 0,~,: r, ~,0,~. 
A 4 (a) 42 0,0,¼;0,0,2. 

3~me module: origine en 0,0,3. 

0 " 8  (e) 2/m 111.331.131.311 
4'4 '4 '  ~"4'4'  4'4'4"' ~'~['4"" 

A 4 (d) mmm 0,3,0; 3,0,0. 
O' 4 (e) 4/m 0,0,0; 0,0,3. 
B 4 (a) 42 0,0,¼; 0,0,2. 

4~me module: origine ~" 1 1 1 ~ ,  -~,~,:~. 

0"  8 (e) 2/m 111.331.131.311 ~,],~, ~,~,~, ~,~,], ~,~,~- 

O' 4 (d) mmm 0,½,0;½,0,0. 
A 4 (c) 4/m 0,0,0; 0,0,3. 
B 4 (b) ,~2m 11.1 1 0,~,~, ~,0,~. 

Ces mod61es d6crivent quatre types d'ordre 1:3 
enti~rement diff6rents* affectant les positions des 
anions. Le premier mod61e est run des c616bres mod61es 

tilt de Glazer (1972) avec rotation altern6e des 
octa6dres de coordination des cations B autour de leurs 
axes verticaux (notation de Glazer: a°a°c-). Le second 
mod61e correspond h une d6formation altern6e des 
octa6dres de coordination par allongement le long 
d'un des axes horizontaux et 6crasement le long de 
l'autre axe horizontal. Le troisi6me et le quatri6me 
mod61e ont pour origine deux d6formations diff6rentes 
des nuages 61ectroniques (BiUiet, 1977). Notons que la 
plupart des travaux exp6rimentaux concernant les 
p~rovskites d6form6es de groupe d'espace I4/mcm (A - 
B, A + B, 2C), leur ont attribu6 la structure cristalline/t 
tilt a°a°c - de Glazer; cette attribution a g6n6ralement 
6t6 faite sans calcul d'intensit6s de diffraction de rayons 
X, apr6s simple indexation des clich6s. Cette attribution 
rapide, et donc imprudente, est probablement due /~ la 
m6connaissance des autres mod61es I4/mcm (A -- B, A 
+ B, 2C). 

L'exemple des sous-groupes de Pm3m et des struc- 
tures d6riv6es de la p6rovskite id6ale n'est pas unique. 
FeS stoechiom&rique a u n e  structure d6riv6e de celle 
de NiAs [P63/m_mc (O,A,B,C)] relevant d'un sous- 
groupe spatial P62c (A -- B, A + B, 2C); or trois 
mod61es P62c (A - B, A + B, 2C) sont possibles, ils se 
distinguent par la position de leur origine (1) 0,0,¼ (2) 
213 211. ~,~,~ et (3) ce n'est qu'apr6s un calcul d'intensit6s ~,~,~, 

* C'est seulement dans lecas off les sous-groupes sont conjugu6s 
que les structures d6riv6es correspondantes sont 6quivalentes, 
c'est-~-dire, superposables. Aucun sous-groupe de la Fig. 2 n'est 
conjugu6 d'un autre sous-groupe de la Fig. 2. 

de diffraction de rayons X tr6s pr6cis que Bertaut (1956, 
1979) a pu ~liminer deux des possibilit6s et attribuer 
sfirement ~, FeS la structure d&riv~e relevant du 
sous-groupe P62c (A B, A + 2B, 2C; 213~ [Voir -- ~,~,~1. 
aussi Evans (1970).] 

Pour terminer signalons un r6cent article consacr6 au 
choix des origines dans la description des groupes 
d'espace (Burzlaff& Zimmermann, 1980); les m&hodes 
utilis6es dans cet article peuvent certainement aider fi la 
d&ermination des sous-groupes d'un groupe spatial 
donn6. Tr~s r~cemment, deux auteurs (BiUiet, 1980; 
Senechal, 1980) ont mis au point des m6thodes 
permettant la d~rivation compldte et univoque des 
sous-groupes spatiaux. Quoiqu'assez diff6rentes dans 
leur conception, ces m6thodes aboutissent aux m~mes 
r6sultats, tout au moins au vu de quelques com- 
paraisons rapides que nous avons pu faire. 
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